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RESUMEN

En este documento se examina la efectividad de la introduccién de los nimeros imaginarios,
mediante un ejemplo histérico, al aplicar una prueba a estudiantes de preparatoria con edades
entre 16 y 18 afos. Se verific6 la historia de los nimeros imaginarios en uno de los pasos (de
acuerdo con una solucién ideada por Bombelli, como aparece en su obra: Algebra, publicada en
1572) de una ecuacién cubica, y el resultado de una ecuacién de segundo grado (cuadratica) para
saber si es aceptada o rechazada por los estudiantes. Concluimos que, en el dambito de la
Matemadtica Educativa, los efectos de las selecciones que hace un profesor deberdn ser
verificados de manera experimental: la presencia de esta drea experimental refuerza el uso de la
historia de las matematicas, al mismo tiempo que cambia los lineamientos de la investigacion
educativa y brinda un estado epistemoldgico particular.

ABSTRACT

In this paper the effectiveness of the introduction of imaginary numbers by an historical example
is examined by a test (High School, pupils aged 16-18 years). We verified if the presence of
imaginary numbers in a passage (according to a resolution by Bombelli, from Algebra, 1572) of
a cubic equation and in the result of a quadratic equation is accepted or refused by pupils. We
conclude that, in the sphere of Mathematics Education, effects of teacher’s choices must be
experimentally verified: the presence of this experimental sphere reinforces the use of history of
mathematics, changes the outlining of the educational research and gives it a particular
epistemological status.

RESUME

Le document ci-joint examine le caractere effectif de I’introduction des nombres imaginaires par
le truchement d’un exemple historique au moment de faire passer une épreuve aux étudiants de
baccalauréat de I’age de 16 a 18 ans. On a vérifié I’histoire des nombres imaginaires dans une
des étapes (d’accord a une solution pensée par Bombelli, telle qu’elle apparait sur son ouvrage
Algebre, publié en 1572) d’une équation cubique, et le résultat d’une équation de deuxieme degré



(quadratique), pour savoir si cest acceptée or rejetée par les étudiants. On a conclu que, dans ce
qui concerne 2 la Mathématique Educative, les effets des choix que le professeur fait devront étre
expérimentalement vérifiés: la présence de ce domaine expérimental renforce l'utilisation de la
histoire des mathématiques, au méme temps qui change les linéaments de la recherche éducative
et offre un état épistémologique particulier.

RESUMO

Neste documento analisa-se a efectividade da introduc¢iao dos nimeros imaginarios, baseando-se
mum exemplo histérico ao fazer uma prova aplicada a estudantes da preparatoria, cujas idades
oscilan entre os 16 e os 18 anos. Se verificou a historia dos niimeros imaginérios, num dos
passos de acordo a uma solucdo ideida de Bombelli (como se reflexa na sua obra: Algebra
publicada em 1572) duma ecuagdo cubica, e o resultado duma ecuacdo de segundo grau
(quadrética), para saber se € aceite ou repcovada pelos estudantes. Chegou-se a conclusao de
que, no dmbito da Matemdtica Educativa, os efeitos das selegdes que faz um professor deverdo
ser experimentalmente verificados; a presénga de esta drea de experimentos, reforca o uso da
histéria das matemadticas, a0 mesmo tempo que muda as linhas tracados da pesquisagem
educativa e nos oferece um estado epistemoldgico particular.

1.  LADIVULGACION DE LA IDEA
EN LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

La didactica de las matematicas, como divulgacion de la idea, constituye una nocién difundida e
importante (existe un tratado sobre la denominacion: D’Amore & Frabboni, 1996, pp. 40-94).
Segtn tal formulacidn, el alcance de la investigacion didéctica es, en primer lugar, lo que elevara
el nivel de la calidad en la ensefianza. Después de lo cual, siempre se encontrard un
mejoramiento del aprendizaje y, por consiguiente, de los resultados que los alumnos obtengan.
La nocidn en la didactica de las matematicas como divulgacion de la idea ha aportado resultados
relevantes en tiempos mas o menos recientes (se observan mediante una presentacion histérica y
epistemoldgica, véase Pescarini, 1995). Muchos investigadores que operan en el medio han
indicado las multiples posibilidades concretas de mejorar de manera notable la ensefianza, a
través de propuestas innovadoras y exitosas, basadas en cuidadosas actividades. Quisiéramos
sefalar, por ejemplo, a Weil, (1980), Swetz, (1989 y 1995), Fauvel, (1990 y 1991), Nobre,
(1994) y Calinger (1996).

La presentacion de razonamientos matematicos que provienen de referencias tomadas de la
historia de esta disciplina ha podido situarse dentro de esta disposicién de la didéctica. Tal como
dijeron Fauvel y van Maanen:

“Como en todo proyecto educativo, lo que la historia de las mateméticas tiene como
intencidn, venir a ser como un componente de la ensefanza de las matemdticas que implica
una expectativa mds o menos explicita en términos de lograr un mejor aprendizaje. La
investigacion sobre el uso de la historia de la matematica en la enseflanza es entonces una
parte importante de la investigacion en la didactica de las matemadticas” (Fauvel & van
Maanen, 1997, p. 8).



Con respecto a la introduccion de la historia de las matematicas en la didactica, se conjuntan
multiples cuestiones que todavia estdn en debate. En relacion con al aspecto metacognositivo,
Furinghetti y Somaglia reconocen

“...dos niveles de trabajo en la introduccion de la historia aplicada a la did4ctica: a uno se le
puede asociar con una imagen ‘social’ de la matematica, y al otro, que corresponde mads bien a
una imagen ‘interna’ de la misma. El primer nivel se refiere a lode lo que intervenga y brinde
motivacién para estudiar matematicas mediante la contextualizacion del ambito social
(geogréfico, historico, comercial, linguistico) [...] El segundo nivel es aquello que recupera
[...] la dimension cultural de la matematica como metodo, incluso estando en estrecha
conexion con métodos de trabajo propios de otras disciplinas” (Furinghetti & Somaglia, 1997,
p. 43).

En conclusién, podriamos afirmar, utilizando la terminologia atribuida a Chevallard (1985), que
la historia de las matematicas es un medio que encuentra su uso en la transposicion diddctica.

2. LOS NUMEROS IMAGINARIOS:
SOBRE LA CUESTION DE LAS INCOHERENCIAS

En el presente trabajo trataremos un argumento clasico del programa de preparatoria (alumnos de
16 a 18 afios de edad) y otro de la licenciatura en matemadticas que pudo ser utilmente
introducido mediante el apoyo de referencias histdricas (por lo que respecta a las cuestiones
didécticas que le unen a la licenciatura en matemdticas, véase el ejemplo de: Cantoral, 1998).

La introduccién de los niimeros imaginarios es una fase delicada del programa de preparatoria.
En los cursos de matemadticas de secundaria y del primer afio de preparatoria, los alumnos han
confirmado con frecuencia la imposibilidad de extraer la raiz cuadrada a los nlimeros negativos;
ademds, cuando a estos mismos alumnos se le pide luego aceptar la presencia de un nuovo

objeto, el simbolo “J=17, al cual se le asigna la denominacion i, esta situacion no pudo dejar de
causar perplejidad.

Es evidente que una situacién semejante pudo constituir una fuente de incertidumbre en el
pensamiento de muchos estudiantes, quienes por lo regular deben utilizar (por ejemplo, en
operaciones y problemas) un objeto matematico, que antes habian considerado ilicito y, por
tanto, no utilizable. A fin de afrontar tal eventualidad, observamos que es necesario adoptar un
criterio cauteloso para evitar formarnos concepciones falsas y peligrosas; por supuesto, la no tan
nueva idea de esta conciencia desempefia un papel crucial en el desarrollo del conocimiento
(Tsamir & Tirosh, 1997). Audn es oportuno especifcar que no basta sentar dos afimaciones
contrastantes para que los estudiantes desarrollen la conciencia de una situacion incoherente (y
con ello la necesidad de un adecuado cambio de idea). Muchas investigaciones han evidenciado
qua la percepcion de mds elementos cada vez asi como sus conflictos reciprocos, no siempre
resultan problemadticos en la percepcion de la situacién (Schoenfeld, 1985; Tirosh, 1990). Por
tanto:

‘desde el punto de vista de los estudiantes, las incoherencias presentes en un sistema pueden
ser licitas” (Tsamir & Tirosh, 1997).

Con el presente trabajo no deseariamos aventurarnos en la delicadisima cuestion del manejo
correcto de las incoherencias por parte del alumno y del profesor (recordemos que ello puede ser
objeto de mayores investigaciones) ni con relacién al contrato didactico en particular, instaurado
entro alumno y profesor (Brousseau, 1987; Chevallard, 1985). Por otra parte, nos limitaremos a



sefalar dicha problemdtica, teniendo en mente que considerar la evolucién histérica de un
concepir quizd contribuya a poner en evidencia (y con toda probabilidad encararnos con eficacia)
el problema de tales incoherencias.

3. LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y LOS NUMEROS IMAGINARIOS

A continuacién nos ocuparemos, desde el punto de vista historico, de la resolucién de ecuaciones
de tercer grado, resaltando a Girolamo Cardano (1501-1576): en lo que se refiere a las soluciones
complejas citadas en el capitulo XXXVII de Ars Magna, 1545, a las cuales se ha dedicado
mucha bibliografia (por ejemplo: Franci & Tori Rigatelli, 1979; Kenney, 1989) y a Niccolo
Fontana, llamado Tartaglia (1500-1557): Quesiti et inventioni diverse (Problemas e inventos
diversos, 1546); la disputa respecto a la prioridad cronolédgica de la solucién es muy notable:
(Enriques, 1938; Smith, 1959, p. 206). También, Rafael Bombelli (1526-1573) es uno de los
protagonistas de la historia del dlgebra. El titulo completo de su obra maestra es: Algebra, divisa
in tre libri, con la quale ciascuno da sé potra venire in perfetta cognitione della teoria
dell’Aritmetica (4lgebra, dividida en tres libros, con la cual cada quien podra llegar a un
conocimiento perfecto de la teoria de la Aritmética); el tratado fue publicado en dos ediciones
(idénticas) tanto en 1572 como en 1579.

EI papel de Bombelli fue decisivo en lo que concerne a la simplifcacion de radicales (Kline,
1972): en Algebra encontramos, en efecto, ecuaciones de tercer grado que se resuelven con el
procedimiento de Cardano, de del Ferro y de Tartaglia, que llevan los nimeros no reales a un
radical (aunque Cardano, ‘aun recurriendo a una cierta cautela verbal”, habia considerado
situaciones de este tipo: Bourbaki, 1963, p. 91).

Por ejemplo, la solucién de la ecuaciéon (con metodologia moderna) escrita:

(a) x-15x=4
Simplificando:
X—15x-4=0
se concluye con la suma de radicales (cuyos radicandos son no reales):
(b)  x=Q+11)"7 + (2-11)""
Se comprueba, al desarrollar los cubos de los binomios, que:
2+11i = 2+0)3 y 2—11i = (2—i)°
entonces, la solucion en R de la ecuacion dada es:
(©) x=Q2+i)+2-i)=4

En la historia de las matemdticas, observamos que ci acercamiento de las cantidades
imaginarias no sucede a través de ecuaciones de segundo grado, por ejemplo:

d  x+1=0
Simplificando:
x =-1

entonces:



x==i

pero si mediante la solucién de ecuaciones de tercer grado; como veremos, la concepciéon de
los imaginarios ha sido, desde el inicio, esencialmente operativa (Sfard, 1991).

La consideracién de una (mds complicada) ecuacion de tercer grado presenta una evidente
ventaja: el procedimiento resolutivo no se desarrolla por entero en el dmbito de los nimeros
reales, pero el resultado obtenido al final es real (como reales son todos los coeficientes de la
ecuacion asignada). Es posible una comprobacién directa de la solucién x = 2 en la ecuacién
(b) antes considerada (que lleva a la identidad en R 43-15 4 = 4) sin salir del ambito de los
nimeros reales. En cambio, en la ecuacion de segundo grado mencionada (d), el papel de i y de
—i parece relevante: el resultado de la ecuacion (con coeficientes reales) es no real; su
aceptacion (por ejemplo, mediante una comprobaacion directa) requiere del conocimiento de
los nimeros imaginarios.

Desde el punto de vista histdrico, recordemos que en el pasado el dlgebra se consideraba
esencialmente un medio para llegar a la respuesta exacta que debe atribuirse a un determinado
problema planteado; por tanto, no hemos de maravillarnos particularmente de la aceptacion por
parte de Cardano y de Bombelli, de la presencia de instrumentas como las cantidades
imaginarias, por demds utiles para la determinacion del resultado. Sin embargo, el peso del
procedimiento en la didéctica actual (asi como en las versiones del contracto didactico que hoy
se instauran en nuestras aulas) puede ser bien distinto: la resolucién de una ecuacién de tercer
grado como la ya recordada puede contribuir de manera eficaz a que los alumnos acepten la
presencia de los imaginarios. Una investigacion reciente (Bagni, 1997) ha examinado el
comportamiento de 97 estudiantes de tercero (16-17 afios) y de cuarto de vocacional (17- 18
aflos). Al momento del examen, en todas las clases se propusieron a los alumnos las soluciones
de ecuaciones de segundo grado y de ecuaciones trinomias reconvertibles en ecuaciones de
segundo grado mediante posiciones oportunas (x" = r), pero atin no se habian introducido los
nimeros imaginanos.

Mediante una prueba, preguntamos a los alumnos si estaban dispuestos a aceptar la resolucion
de las ecuaciones citadas, pero sin especificar una referencia precisa al valor numérico en
particular obtenido, o bien el procedimiento resolutivo en su totalidad; asi hemos querido
cuanto pudiera haber contribuido el valor numérico (evidentemente correcto) a la aceptacion
del procedimiento resolutivo (que prevé el uso de cantidades imaginarias).

En el caso de las ecuaciones (d) de segundo grado x*+1 = 0 = x = i s6lo 2% de la muestra
considerada afirmé aceptar la soluciéon (92% afirmé no aceptarla; 6% fue indeciso).
Inmediatamente después, la solucién de la ecuacion (a) de tercer grado X-15x4 =0 = x =
2+11)" + 2-11)"° = x = (2+i) + (2—i) = 4 fue aceptada por 54% de los alumnos (35%
afirmé no aceptarla, y 11% estaba indeciso).

Entonces podriamos notar que, en efecto, la consideracion de cantidades imaginarias en los pasos
del procedimiento resolutivo de una ecuacién (no en el resultado) a menudo ha sido aceptada por
los alumnos. Esta observacion parece reforzar la posibilidad de aprovechar el ejemplo histdrico
antes referido, mediante una introduccién didactica a los nimeros imaginarios.

Un examen a profundidad del ejemplo presentado arriba, induce a considerar algunos de sua
limites, que pueden extenderse a la didactica entendida como divulgacion de la idea. Ilustrando
las soluciones de una ecuacion de tercer grado, habiamos supuesto que la reaccion del alummo
seria aceptar la presencia de cantidades imaginarias en los pasos del procedimiento de despeje.
Luego, habiamos supuesto que tales admisiones después pudiesen motivarlo a aceptar la



presencia de los nimeros imaginarios para la solucién o el despeje de la ecuacién. Por tanto, las
hipétesis de las reacciones de los alumnos son muchas.

En general el problema es éste: la utilizacion de procedimientos didacticos que resulten en la
divulgacion de la idea que nosotros tentamos respecto a la ensefianza a fin de mejorar la calidad.
Sin embargo, ;podriamos asegurar, a priori, el efecto que una ensefianza renovada tendéd sobre
los estudiantes? En la mente de los educandos algunas reacciones son plausibles, mas no
obligatorias. Por eso, la equivalencia ‘mejor ensefanza”igual a ‘mejor aprendizajé” no puede

sobreentenderse.

En sintesis, al actuar segun el planteamiento ahora considerado, habiamos propuesto al alumno
algunos apremios en el &mbito ‘histérico -anecdético”. Damos por aceptado que, en tal ambito, el
estudiante ‘aprenda’ ci conocimiento asi adquirido no debe empero quedar confinado

exclusivamente al dmbito histérico-anecdético (esto seria ttil s6lo en parte). Es necesaria una
‘transferencia” a d4mbitos diversos, una posible utilizacién, por ejemplo, par a la resolucién de
problemas, para la interpretacion de ejemplos o para el aprendizaje de contenidos (Feldman &
Toulmin, 1976; D’Amore, 1999).

La cuestion que podria limitar la eficacia de la didactica entendida (Unicamente) como
divulgaciéon de la idea, podria sintetizarse en la pregunta: trabajando unicamente sobre la
enseflanza, ;estamos seguros de que tenga lugar efectiva y completamente el proceso indicado
arriba?

Tal cuestion merece una profundizacién adecuada: si utilizamos de nuevo la terminologia de
Chevallard (1985), la historia de las matemdticas puede emplearse con toda utilidad en la
transposicion didactica del savoir savant (saber sabio) a la forma del saber, utilizado de manera
efectiva en el proceso de ensefianza/aprendizaje.

Por lo que se refiere al savoir savant, partamos de la hipétesis de una visualizacién sencilla del
desarrollo histérico de un concepto matematico, lo cual puede considerarse como una secuencia
de (al menos) dos fases: una primera en la cual se percibe el concepto en forma intuitiva (o sea,
instrumentalmente), y una segunda madura, estructural. Muchos siglos pueden dividir tales fases.
Desde el punto de vista didactico, se puede sacar a colacion de una situaciéon andloga (Sfard,
1991): por supuesto, en una primera fase los alumnos se acercan de manera intuitiva a un
concepto matemdtico, sin alcanzar una comprensiéon completa y desarrollada. Sélo en un
segundo momento el aprendizaje se toma en mayor grado pieno y maduro. Luego podriamos unir
al esquema anterior, y conservando el savoir savant, un esquema ‘paralelo” dentro del ambito

didéctico.

Existe una evidente analogia entre las dos situaciones: el paso dentro del &mbito didactico desde
la fase inicial hacia la madura puede revelar en la mente de los alumnos, dudas y reacciones que
podemos encontrar en el paso correspondiente dentro de la fonnacién del savoir savant. Por
supuesto, el proceso de ensefianza/aprendizaje tiene lugar hoy después de un pieno desarrollo del
savoir savant, en lo que se refiere tanto a la fase inicial como a la madura; por consiguiente, la
propia transposicion didactica, que en un principio debe hacer posible un correcto conocimiento
intuitivo, también puede basarse en los resultados recabados en la fase madura del desarrollo de
savoir savant.

Por lo que concerne a la introduccién de los imaginarios, hemos juzgado oportuno examinar de
nuevo la situacion mediante un andlisis experimental para controlar el impacto efectivo que los
elementos citados, extraidos de la historia de las matemaéticas, tienen sobre el aprendizaje de los
alumnos. Por tanto, propusimos a los alumnos el mismo examen utilizado en la citada
investigacion (Bagni, 1997), pero con las preguntas en orden inverso. Como veremos de manera



explicita al presentar la metodologia de la investigacién, esto permitird evaluar la eventual
aceptacion por parte de los alumnos de la presencia de cantidades imaginarias, precedentemente
introducidas segtin un ejemplo historico.

4. INFORME DE LA INVESTIGACION EXPERIMENTAL
4.1  Metodologia de la investigacion

Nuestra investigacion se apoya en los resultados de un examen propuesto a 52 alumnos de 16 a
17 afios de edad, pertenecientes a dos grupos de tercero del Liceo Cientifico en la Provincia de
Treviso (equivalente a Escuela Vocacional). También participé un grupo de cuarto de la mima
escucia (de 17 a 18 afos), con un total de 21 alumnos (73 en total). En todos los grupos, al
momento del examen se propuso a los alumnos las resoluciones de ecuaciones de segundo grado
y de ecuaciones trinomiales recovertibles a ecuaciones de segundo grado, mediante posiciones
opottunas (del tipo x" = 1), pero atin no se habian introducido los nimeros imaginarios. Por tanto,
con lo que respecta al programa desarrollado, los alumnos estaban en las mismas condiciones en
las que se encontraban los estudiantes involucrados en la investigacidn citada (Bagni; 1997).
Subrayamos de nuevo que las fichas utilizadas coinciden en su totalidad, salvo en el orden en el
que se suministraron, con las de la investigacién antes referida (Bagni, 1997). En este caso, la
pregunta esquiva la referencia directa al valor numerico obtenido (real y evidentemente
correcto), o bien a todo el procedimiento resolutivo (en el que se emplean cantidades
imaginarias).

En la investigacion precedente:  habiamos aclarado que no pocos alumnos habian aceptado
la presencia de nimeros imaginarios (en la segunda ficha
propuesta, indicada como B, relativa a las ecuaciones de
tercer grado) luego de haberla rechezado (en la ficha
inicialmente propuesta, indicada como A, relativa a las
ecuaciones de segundo grado).

En este nuevo examen: la ficha 1 propondrd a los alumnos la resolucién de una
ecuacion de tercer grado, mediante la cual podrén aceptar la
presencia de cantidades imaginarias; la ficha 2 verificard si
tal aceptacion se mantendrd incluso en el caso de
ecuaciones de segundo grado (situacion muy delicada: de
hecho, los nimeros imaginarios aparecen incluso en el
resultado de la ecuacion).

A cada alumno se le suministrd, en un principio, el examen siguiente:

Ficha 1

En un antiguo libro encontramos las siguientes resoluciones de la ecuacion:
x3-15x-4 =0

Pensamos escribir una sola respuesta x en el modo siguiente:
x=a-b (primera posicién)

Sustituimos esta expresion en et testo de la ecuacién y obtenemos:




(a-b)*~15(a—b)—4 =0
a’-3a’b+3ab’~b’~15(a-b)-4 =0
a’-3ab(a—b)-15(a-b)-b"—4 = 0
a’~(a-b)(3ab+15)-b"-4 = 0
Si queremos que sea: 3ab+15 =0, o bien, si escribimos:
ab =-5 simplificando: b=-5/a (segunda posicién)
obtenemos la ecuacion:
a’~(-5/ay’~4 =0
a®4a’+125 =0
Se trada de una ecuacién trinomial, en la que si a=t puede escribirse como:
r—4t+125=0
Despejando (con la férmula resolutiva de las ecuaciones de segundo grado), resulta:
t=24~44—125 = 2+114/-1 0 t=2-/4-125 =2-114/-1

Considerando el primere valor de ¢, obtenemos para a:

a=32+11J-1

Desarrollamos ahora el cubo siguiente (pensando que el cuadrato di V-1 sea —1):

Q+-1)* =2%43 22143 2 /-1 +(/-1)’ =
= 8+12+/—1-6-+/—1 = 2+11/-1

Siendo que para a podemos escribir:

a=3+V=1) =24471

Recordando la segunda posicidn e razonando, obtenemos:

s52-+=1) s-+-1)

5
20471 v -vE1) T 2o (5)
5(2—\/—_1):_2_‘_\/_—1

4+1

b=-5/a=-

Recordando la primera posicion, una solucion de la ecuacion propuesta es:
x=a-b=2+J-1) - (2+/-1)=4

Para comprobarla, sustituimos directamente en el texto, por le que el primer miembro resulta:
4-1544=0

y es entonces igual al segundo. Por tanto, la solucién x = 4 queda comprobada.




. Consideras aceptable la solucion antes descrita?
Escribe tu respuesta en la hoja anexa.

Se concedi6 a los alumnos 20 minutos para anotar sus propias observaciones.
Luego de haber recogido el modelo del examen 1, se suministr6 a cada alumno el examen 2:

Ficha 2

En un libro antiguo encontramos la siguiente solucion a la ecuacion:
¥ =-1

Si el cuadrado de \/—_1 es —1, las soluciones de la ecuacion non:
x=+-1 o bien x=—/-1

. Consideras aceptable la solucion antes descrita?
Escribe tu respuesta en la hoja anexa.

Se concedi6 10 minutos a los alumnos para anotar sus propias observaciones.
4.2  Resultados del examen

Las respuestas de los alumnos se subdividieron en las siguientes categorias:

Examen 1
Tipologia de respuestas Alumnos Porcentaje
“Aceptable” 30 41%
‘No aceptable” 18 25%
Inseguros 25 34%
Examen 2
Tipologia de respuestas Alumnos Porcentaje
“Aceptable” 13 18%
‘No aceptable” 48 66%
Inseguros 12 16%

Antes que nada, observamos que los resultados relativos a la ficha 1 pueden considerarse
bastante andlogos a los de la segunda ficha (indicada como B) da la investigacion precedente
(Bagni, 1997); en esta nueva investigacion, la tendencia aparece con todo, menos neta, por
ejemplo, son numerosos los inseguros. De los resultados de la ficha 2, una parte de los alumnos

(18% del total) ha aceptado la presencia de V-1 en la ecuacién de segundo grado (examinada

después de la de tercer grado).
Particolarmente interesante puede ser el resultado siguiente:

De 30 alumnos que contestaron ‘aceptable”en la ficha 1:

enlaficha2 13 (43% de 30) respondieron ‘aceptable”
14 (47% de 30) contestaron ‘ho aceptable”

3 (10% de 30) han dado una respuesta incierta (o ninguna)



Los resultados del examen efectuado ahora parecen indicar que el camino del aprendizaje sobre
el que se formularon hipétesis a priori ha ganado lugar de manera efectiva en algunos alumnos
(si bien el porcentaje de éstos aun es bastante bajo).

4.3 Entrevistas con los alumnos

Se ha invitado a algunos alumnos a justificar cuanto han escrito en el examen ; en particular a los
estudiantes que han afirmado aceptar la resolucién de la ficha 1, pero no la de la ficha 2, se les
planted la siguiente pregunta:

‘¢ Por qué acepté la presencia de V-1 en la ficha 1 y no acepté la presencia de J-1enla
ficha 27”7

Resumiendo el contenido de las respuestas de estos 14 estudiantes (11 de tercero y 3 de cuarto):

e Diez alumnos (71% de 14) notaron, de varias maneras, que el resultado de la ecuacion de
tercer grado (ficha 1) es real (en al curso del procedimiento resolutivo, la V-1 se
simplifica”), mientras que el de la ecuacién de segundo grado (ficha 2) no es real.

¢ Dos alumnos han afirmado haber considerado por separado los ejemplos y haber decidido
las respuestas sin confrontar los casos.

¢ Dos alumnos no han dado justificacién alguna.

Todo cuanto surge de las entrevistas confirma que Unicamente algunos estudiantes han seguido
la ruta de aprendizaje sobre la cual formulamos una hipétesis; pues sélo para algunos la
consideracion de los ejemplos tratados por la historia de las matematicas ha llevado a las
reacciones previstas. Para estos alumnos, la forma de ensefianza descrita con antelaciéon ha
llevado de manera efectiva a los resultados esperados. En otros casos, no obstante a las
reacciones formuladas de manera hipotética por nosotros, en el comportamiento de los alumnos
se sobreponen efectos determinados por las cldusulas del contrato didéactico (como la
preponderante importancia atribuida con frecuencia al resultado). A veces, tales efectos
conducen a obstaculos que reducen la eficacia de la iteracion indicada.

S. LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS
EN EL CRITERIO DE VERDAD DEL APRENDIZAJE

Para concluir, observamos que la propuesta de algunos episodios tratados por la historia de las
matemadticas ha consentido la introduccién de un argumento importante, pero que las reacciones
hipotéticas en los alumnos han sido verificadas solo en pane de los mismos.

Es obvio que la simple indicacién de la resolucién de una ecuacién no sea suficiente para
determinar el aprendizaje de los alumnos en términos claros y completos. No obstante, parece
evidente desde el punto de vista cualitativo, que la simple propuesta de un reclamo histérico,
aunque util desde el punto de vista didactico (incluso para estimular el interés de los alumnos vy,
por consiguiente, para suscitar o para reforzar una forma cualquiera de motivacién: Furinghetti &
Smaglia, 1997), no es siempre suficiente para garantizar un pleno aprendizaje, y ni siquiera la
simple aceptacion de un hecho (como la presencia de los nimeros imaginarios en la resolucién
de una ecuacion).

El limite de la didéctica de la matematica misma como divulgacién de la idea, consiste entonces
en la incertidumbre que permanece en los efectos sobre el aprendizaje de las selecciones con las
que los profesores operan; y los efectos sobre el aprendizaje de los alumnos deben ser
controlados a posteriori, mediante exdmenes y entrevistas.



Cuanto se sabe hasta ahora no disminuye la importancia de la historia en la did4ctica de la
matemadtica, que queda a nuestro aviso notable (incluso, por ejemplo, en un contexto de
‘ingenieria didactica™ limitamos esto para hacer referencia a tales cuestiones; por lo que
respecta a las aplicaciones de la ingenieria diddctica, indicamos por ejemplo a Farfan, 1997);
pero sugiere la oportunidad de intervenir en la estructura y sobre los alcances de la
investigacion diddetica, agregdndola como parte integrante de una verificacion empirica que
exprese de manera evidente los efectos sobre el aprendizaje de las selecciones operadas. En
verdad, la presencia de este aspecto experimental, que valoriza el empleo de referencias a la
historia de las matemdticas, modifica el planteamtento de la investigacién didéctica, y confere a
la misma un particular estatuto epistemoldgico (D’Amore, 1999 ). Una definicién mds detallada
de tal estatuto podrd ser objeto de mayores investigaciones.
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